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Abstract
We generalise Li’s criterion, already known for the Riemann zeta function, to a large class of Dirichlet
series. We give first an explicit formula for the coefficients λF (n) =
∑
ρ [1 − (1 − 1ρ )n], for all positive
integers n and ρ runs over all the non-trivial zeros of a function F in this class. To do so, we use the Weil
Explicit Formula.
© 2006 Elsevier Inc. Tous droits réservés.
Keywords: Selberg class; Riemann hypothesis; Li’s criterion
1. Introduction et notations
En 1997, X.-J. Li [5] montre que l’hypothèse de Riemann est vraie si et seulement si
λn = ∑[1 − (1 − 1ρ )n] > 0 pour tout n ∈ N, où la somme est prise sur les zéros complexes
de la fonction zêta de Riemann. En 1999, E. Bombieri et J. Lagarias [1] généralisent ce résultat
en donnant une interprétation arithmétique des nombres λn via les formules explicites de Weil.
Ils obtiennent ainsi un théorème remarquable sur la localisation des zéros. En 2004, X.-J. Li [6,
7] et J. Lagarias [4] étendent la formule arithmétique de λn aux fonctions L de Dirichlet et les
séries L des courbes elliptiques ainsi qu’aux fonctions L de formes automorphes. Commençons
par rappeler la définition de la classe de Selberg introduite en 1989 dans [11] et qui est conjectu-
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S peuvent être consultées dans les articles de Conrey–Ghosh [2] et de Kaczorowski–Perelli [3].
De manière analogue à la fonction zêta de Riemann, on conjecture l’Hypothèse de Riemann Gé-
néralisée (HRG) à savoir que tous les zéros non-triviaux de F sont situés sur la droite de partie
réelle 12 . Rappelons que la classe de Selberg S est définie par les axiomes suivants :
(i) (Séries de Dirichlet) Toute fonction F de S est une série de Dirichlet F(s) =∑+∞n=1aF (n)n−s
absolument convergente pour Re(s) = σ > 1.
(ii) (Prolongement analytique) Il existe un entier m 1 tel que (s − 1)mF(s) soit une fonction
entière d’ordre fini.
(iii) (Equation fonctionnelle) Toute fonction F ∈ S satisfait une équation fonctionnelle de type :
φ(s) = ωφ(1 − s), où
φ(s) = Qs
r∏
j=1
Γ (λj s + μj )F (s),
avec Q > 0, λj > 0, Reμj  0 et |ω| = 1. En particulier, on a φ(s) = φ(s).
(iv) (Hypothèse de Ramanujan) Pour tout  > 0, aF (s)  n .
(v) (Produit d’Euler) Toute fonction F ∈ S satisfait logF(s) =∑+∞n=1 bF (n)n−s où bF (n) = 0
si n = pm, m 1 et bF (n)  nθ pour un certain θ < 1/2.
Dans ce qui suit, on utilisera les notations suivantes : Le nombre dF = 2∑rj=1 λj désigne le
degré de F(s) et l’entier mF  0 est l’ordre polaire de F en s = 1. On définit les coefficients
ΛF (n) comme suit : Pour tout Re(s) > 1, on a
−F
′
F
(s) =
+∞∑
n=1
ΛF (n)n
−s , avec ΛF (n) = bF (n) logn.
Dans ce papier on établit d’abord une formule explicite des coefficients λF (n). Ensuite, on gé-
néralise le critère de Li à une fonction F de la classe de Selberg S en admettant l’hypothèse que
F(s) ne s’annule pas sur la ligne Re(s) = 1.
2. Le critère de Li généralisé
En 1999, Bombieri et Lagarias obtiennent dans [1] le théorème suivant :
Théorème 1 (Bombieri–Lagarias). Soit R un ensemble de nombres complexes ρ de multiplicité
un entier et tel que 1 /∈R et∑ρ 1+|Re(ρ)|(1+|ρ|)2 < ∞, alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) Reρ  12 pour tout ρ ∈ R.
(2) ∑ρ Re[1 − (1 − 1ρ )−n] 0 pour n = 1,2, . . . .
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d’ordre 1 et satisfait l’équation fonctionnelle φ(s) = ωφ(1− s), où ω est une constante de valeur
absolue 1. La fonction φ peut s’écrire sous la forme du produit de Hadamard suivant :
φ(s) = φ(0)
∏
ρ
(
1 − s
ρ
)
, (1)
où le produit est pris sur tous les zéros ρ de φ(s).
Pour tout entier naturel n, on considère
λF (n) =
∑
ρ
[
1 −
(
1 − 1
ρ
)n]
,
où la somme est prise sur tous les zéros de φ(s). Le théorème suivant donne une formule explicite
des coefficients λF (n).
Théorème 2. Soit F(s) une fonction de la classe de Selberg S ne s’annulant pas sur la ligne
Re(s) = 1. Alors on a
λF (n) = mF + n(logQF − dF γ )
−
n∑
l=1
(
n
l
)
(−1)l−1
(l − 1)! limX→+∞
{ ∑
kX
Λ(k)
k
bF (k)(log k)l−1 − mF
l
(logX)l
}
+ n
r∑
j=1
λj
(
− 1
λj + μj +
+∞∑
l=1
λj + μj
l(l + λj + μj )
)
−
r∑
j=1
n∑
l=2
(
n
l
)
(λj )
l
+∞∑
m=0
{
1
(m + μj )l +
(−1)l−1
(m + λj + μj )l
}
. (2)
Dans le cas des fonction L de Hecke, on a Q =
√
N
2π , mL = 0, λ1 = 1 et μ1 = 12 . Dans
ce dernier cas, on retrouve de l’expression ci-dessus de λF (n) la formule de λE(n) établit par
X.J. Li [6, p. 496]. Grâce au théorème 1 de Bombieri et Lagarias, on peut énoncer le critère
suivant de localisation des zéros non triviaux d’une fonction de la classe de Selberg S.
Corollaire 1. Tous les zéros de φ(s) dans la bande 0 < Re(s) < 1 sont situés sur la ligne Re(s) =
1/2, si et seulement si, λF (n) 0, pour tout n ∈ N.
3. La condition de la non annulation de F(s) en Re(s)= 1
Rappelons que sous les conjectures de Selberg, Conrey et Ghosh [2], Kaczorowski et Per-
elli [3] ont montré que toute fonction de la classe de Selberg ne s’annule pas sur la ligne
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nit par le produit tensoriel suivant de deux fonctions F et G de S
F ⊗ G =
∏
p
Hp(s), où Hp(s) = exp
( +∞∑
k=1
kbF (p
k)bG(p
k)
pks
)
.
Ce qui permet d’énoncer les résultats suivants de la non annulation de F(s) sur la ligne
Re(s) = 1 :
Théorème 3. [10] Si F ∈ S est entière et F ⊗ F est régulière dans Re(s)  1/2, sauf pour un
pôle simple en s = 1, alors F(1 + it) 
= 0, pour tout t ∈R.
Théorème 4. [10] Si F ∈ S admet un pôle d’ordre m en s = 1 et si
(a) F ⊗ F est régulière dans Re(s) 1, sauf pour un pôle simple en s = 1,
(b) F ⊗ F admet un prolongement analytique dans Re(s) = 1,
alors F(1 + it) 
= 0, pour tout t ∈R.
Notons que si F(s) ne s’annule pas sur l’axe Re(s) = 1, il est facile de prouver une région
sans zéro de type Landau pour F(s) :
Lemme 1. Soit F une fonction de la classe de Selberg S non nulle sur la ligne Re(s) = 1, alors
il existe une constante c > 0 tel que F(s) n’admet pas de zéros dans la région :
{
s = σ + it ; σ  1 − c
log(QF + 1 + |t |)
}
.
4. Preuve du théorème 2
On commence par étendre les formules explicites de Weil à la classe de Selberg.
Proposition 1 (Formules Explicites de Weil). Soit f (x) une fonction définie sur R telle que
pour tout x ∈ R, f (x) = 12 (f (x + 0) + f (x − 0)). La fonction f (x)e(
1
2 +)|x| est intégrable et à
variation bornée sur R pour une certaine constante  > 0. On suppose aussi que f (x)−f (0)
x
est à
variation bornée sur R. Alors pour toute fonction F de S, on a
∑
ρ
H(ρ) = 2f (0) logQF + mF
(
H(0) + H(1))
−
+∞∑
n=1
Λ(n)√
n
(
bF (n)f (logn) + bF (n)f (− logn)
)
−
r∑(
I (λj ,μj ) − I (−λj ,λj + μj )
)j=1
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I (λ,μ) = λ
+∞∫
0
(
f (λx)e−( λ2 +μ)x
1 − e−x − f (0)
e−x
x
)
dx
avec
H(s) =
+∞∫
−∞
f (x)e(s−1/2)x dx et
∑
ρ
H(ρ) = lim
T →+∞
∑
| Im(ρ)|<T
H(ρ),
où ρ parcourt les zéros non triviaux de F .
La proposition 1 se démontre de la même façon que les formules explicites établits par
J.F. Mestre [8]. Par exemple dans le cas des fonctions L de Hecke, on a Q =
√
N
2π , mL = 0,
λ1 = 1 et μ1 = 12 . Ce qui permet de retrouver la formule explicite établit par X.J. Li [6, p. 500].
Rappelons aussi le résultat suivant établit par Bombieri et Lagarias.
Lemme 2. (Bombieri–Lagarias [1]) Pour n = 1,2, . . . , soit
fn(x) =
⎧⎪⎨
⎪⎩
ex/2
∑n
l=1
(
n
l
)
xl−1
(l−1)! si − ∞ < x < 0,
n
2 si x = 0,
0 si 0 < x.
Alors
Hn(s) = 1 −
(
1 − 1
s
)n
où Hn(s) =
+∞∫
−∞
fn(x)e
(s−1/2)x dx.
Pour X assez grand non entier, soit
fn,X(x) =
⎧⎨
⎩
fn(x) si − logX < x < +∞,
1
2fn(− logX) si x = − logX,
0 si − ∞ < x < − logX,
où fn(x) est donné par le lemme 2. Alors fn(x) satisfait les conditions du lemme 1. Soit
Hn,X(s) =
+∞∫
−∞
fn,X(x)e
(s−1/2)x dx,
alors on obtient
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Hn,X(ρ) = 2fn,X(0) logQF + mF
(
Hn,X(0) + Hn,X(1)
)
−
+∞∑
k=1
Λ(k)√
k
(
bF (k)fn,X(log k) + bF (k)fn,X(− logk)
)
−
r∑
j=1
λj
+∞∫
0
(
fn,X(λjx)e
−( λj2 +μj )x
1 − e−x − fn,X(0)
e−x
x
)
dx
−
r∑
j=1
λj
+∞∫
0
(
fn,X(−λjx)e−(−
λj
2 +λj+μj )x
1 − e−x − fn,X(0)
e−x
x
)
dx. (3)
Le troisième et le quatrième terme du second membre de (2) est égal à
−
r∑
j=1
λj
[ +∞∫
0
fn,X(λjx)
1 − e−x e
−( λj2 +μj )x dx −
+∞∫
0
fn,X(−λjx)
1 − e−x e
−( λj2 +μj )x dx
]
+ dF
+∞∫
0
fn,X(0)
e−x
x
dx. (4)
En remplaçant fn,X par son expression, on trouve
+∞∫
0
fn,X(λjx)
1 − e−x e
−( λj2 +μj )x dx =
n∑
l=2
(
n
l
)
(λj )
l−1
+∞∑
m=0
1
(m + μj )l (5)
et
+∞∫
0
fn,X(−λjx)
1 − e−x e
−( λj2 +μj )x dx =
n∑
l=2
(
n
l
)
(−λj )l−1
+∞∑
m=0
1
(m + λj + μj )l . (6)
De plus, on a
Hn,X(0) =
+∞∫
−∞
fn,X(x)e
− x2 dx = −
n∑
l=1
(
n
l
)
(−1)l−1
l! (logX)
l (7)
et
Hn,X(1) =
+∞∫
−∞
fn,X(x)e
x
2 dx = 1 + O
(
1
X
(logX)n−1
)
. (8)
En utilisant (3)–(8), on obtient
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X→+∞
∑
ρ
Hn,X(ρ) = mF + n(logQF − dF γ )
−
n∑
l=1
(
n
l
)
(−1)l−1
(l − 1)! limX→+∞
{ ∑
kX
Λ(k)
k
bF (k)(log k)l−1 − mF
l
(logX)l
}
+ n
r∑
j=1
λj
(
− 1
λj + μj +
+∞∑
l=1
λj + μj
l(l + λj + μj )
)
−
r∑
j=1
n∑
l=2
(
n
l
)
(λj )
l
+∞∑
m=0
{
1
(m + μj )l +
(−1)l−1
(m + λj + μj )l
}
.
La limite de la série dans le second membre existe grâce au théorème des nombres premiers. Il
reste à prouver la convergence de la série dans le premier membre. On a
Hn(s) − Hn,X(s) =
+∞∫
−∞
(
Fn(x) − Fn,X(x)
)
es−
1
2 dx
= X−s
n∑
l=1
(
n
l
)
(−1)l−1
l−1∑
k=0
(logX)l−k−1
(l − k − 1)! s
−k−1
= X
−s
s
n∑
l=1
(
n
l
)
(− logX)l−1
(l − 1)! + O
(
(logX)n−2
|s|2 X
−Re(s)
)
.
Soit ρ un zéro de F(s). D’après le lemme 2, on a l’inégalité :
c
log(Q + 1 + |ρ|) < Re(ρ) < 1 −
c
log(Q + 1 + |t |) .
Le même argument utilisé par Bombieri et Lagarias pour trouver le résultat 3.9 dans [1] montre
que
∑
ρ
X−Re(ρ)
|ρ|2  e
−c′√logX pour un certain c′  0.
Il vient que
∑
ρ
X−ρ
ρ
=
∑
ρ
X−(1−ρ)
1 − ρ
= − 1
X
∑
ρ
Xρ
ρ
+ O
(∑
ρ
X−(1−Re(ρ))
|ρ|2
)
= − 1
X
∑ Xρ
ρ
+ O(e−c′√logX).
ρ
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lim
X→+∞
(logX)l−1
X
∑
ρ
Xρ
ρ
= 0,
pour tout l = 1,2, . . . , n, alors d’après les théorèmes 4.2 et 5.2 de Moreno [9], on obtient
lim
X→+∞(logX)
l−1∑
ρ
Xρ
ρ
= 0.
Par suite, on a
lim
X −→+∞
∑
ρ
Hn,X(ρ) =
∑
ρ
Hn(ρ).
Puisque φ(s) est une fonction entière d’ordre fini et que la série
∑
ρ Hn(ρ) est convergente, il
vient que
n∑
l=1
(
n
l
)
(−1)l−1
(l − 1)! limX→+∞
{ ∑
kX
Λ(k)
k
bF (k)(log k)l−1 − mF
l
(logX)l
}
existe. Par suite, on trouve l’expression suivante de λF (n) :
λF (n) = mF + n(logQF − dF γ )
−
n∑
l=1
(
n
l
)
(−1)l−1
(l − 1)! limX→+∞
{ ∑
kX
Λ(k)
k
bF (k)(log k)l−1 − mF
l
(logX)l
}
+ n
r∑
j=1
λj
(
− 1
λj + μj +
+∞∑
l=1
λj + μj
l(l + λj + μj )
)
−
r∑
j=1
n∑
l=2
(
n
l
)
(λj )
l
+∞∑
m=0
{
1
(m + μj )l +
(−1)l−1
(m + λj + μj )l
}
,
où
λF (n) =
∑
ρ
[
1 −
(
1 − 1
ρ
)n]
.
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